Линейная функция и ее график

Вы, наверное, обратили внимание, что название темы не совпадает с тем названием, которое предложено в списке тем слева. Все объяснит следующее определение.

Линейной функцией называется функция вида y = kx + b, где k и b — заданные числа.
Функция у = кх также является линейной (это частный случай функции у = кх + b при b = 0).

Можно показать, что графиком линейной функции y = kx + b, так же как и функции у = кх, является прямая (установите это опытным путем самостоятельно). Так как прямая определяется двумя ее точками, то для построения графика функции y = kx + b достаточно построить две точки этого графика.

Задача 1 
Построить график функции у = 2х + 5.
При х = 0 значение функции у = 2х + 5 равно 5, т. е. точка (0; 5) принадлежит графику. Если х = 1, то у = 2*1 + 5 = 7, т. е. точка (1; 7) также принадлежит графику. Построим точки (0; 5) и (1; 7) и проведем через них прямую. Эта прямая и является графиком функции y = 2х + 5 (рис. 1а).[image: image1.jpg]puc. 1




Заметим, что каждая точка графика функции у = 2х + 5 имеет ординату, на 5 единиц большую, чем точка графика функции у = 2х с той же абсциссой. Это означает, что каждая точка графика функции у = 2х + 5 получается сдвигом на 5 единиц вверх вдоль оси ординат соответствующей точки графика функции у = 2х.

График функции y = kx + b получается сдвигом графика функции y = kx на b единиц вдоль оси ординат. Графиками функций y = kx и y = kx + b являются параллельные прямые.

Отметим, что для построения графика линейной функции иногда удобно находить точки пересечения этого графика с осями координат.

Задача 2
Найти точки пересечения графика функции у= - 2х + 4 с осями координат и построить график.
Найдем точку пересечения графика с осью абсцисс. Ордината этой точки равна 0. Поэтому - 2х + 4 = 0, откуда х = 2. Итак, точка пересечения графика с осью абсцисс имеет координаты (2; 0). Найдем точку пересечения графика с осью ординат. Так как абсцисса этой точки равна 0, то у = -2*0 + 4 = 4.

Итак, точка пересечения графика с осью ординат имеет координаты (0; 4). График функции у= - 2x + 4 изображен на рисунке 1б.[image: image2.jpg]puc. 2




Задача 3
Построить график линейной функции y = kx + b при k = 0, b = 2.
Если k = 0 и b = 2, то у = 2. Ординаты всех точек графика равны 2, и поэтому графиком функции является прямая, параллельная оси Ох и проходящая через точку (0; 2) (рис.2).

Задача 4*
Построить график линейной функции у = 2х - 6. С помощью графика ответить на следующие вопросы:
а) при каком значении х будет у = 0?

б) при каких значениях х будет у > 0?

в) при каких значениях х будет у < 0?[image: image3.jpg]



Найдем координаты двух точек прямой:

При х = 0 у = - 6.

При х = 3 у = 0.

Через точки (0;-6) и (3;0) проведем прямую - график функции у = 2х - 6 (рис. 3).

а) у = 0 при х = 3. График пересекает ось Ох в точке х = 3, это и есть точка с ординатой у = 0.

б) у > 0 при х > 3. В самом деле если х > 3, то прямая расположена выше оси Ох, значит, ординаты соответствующих точек прямой положительны.

в) у < 0 при х < 3. В самом деле если х < 3, то прямая расположена ниже оси Ох, значит, ординаты соответствующих точек прямой отрицательны.

Обратите внимание, что в этой задаче мы с помощью графика решили:

а) уравнение 2х - 6 = 0 (получили х = 3);

а) неравенство 2х - 6 > 0 (получили х > 3);

а) неравенство 2х - 6 < 0 (получили х < 3).

Дополнительно

Многие реальные ситуации описываются математическими моделями, представляющими собой линейные функции. Приведем примеры.

Первая ситуация.
На складе было 500 т угля. Ежедневно стали подвозить по 30 т угля. Сколько угля будет на складе через 2, 4, 10 дней?

Если пройдет х дней, то количество у угля на складе (в тоннах) выразится формулой у = 500 + 30х. Таким образом, линейная функция у = 30х + 500 есть математическая модель ситуации.

Теперь нетрудно установить, что:

при х = 2 имеем у = 560 (в уравнение у = 30х + 500 подставили х = 2 и получили у = 560);

при х = 4 имеем у = 620;

при х = 10 имеем у = 800.

Вторая ситуация.
На складе было 500 т угля. Ежедневно стали увозить по 30 т угля. Сколько угля будет на складе через 2, 4, 10 дней?

Здесь математической моделью ситуации является линейная функция у = 500 - 30х. С помощью этой модели нетрудно ответить на вопрос задачи:

если х = 2, то у = 440 (в уравнение у = 500 - 30х подставили х = 2 и получили у = 440);

если х = 4, то у = 380;

если х = 10, то у = 200.

Третья ситуация.
Турист проехал на автобусе 15 км от пункта А до пункта В, а затем продолжил движение из пункта В в том же направлении, но уже пешком, со скоростью 4 км/ч. На каком расстоянии от А будет турист через 2 ч, через 4 ч, через 5 ч ходьбы?

Математической моделью ситуации является линейная функция у = 15 + 4х, где х - время ходьбы (в часах), у - расстояние от А (в километрах). С помощью этой модели отвечаем на вопрос задачи:

если х = 2, то у = 23 (в уравнение у = 15 + 4х подставили х = 2 и получили у = 23);

если х = 4, то у = 31;

если х = 5, то у = 35.

На самом деле во всех математических моделях этих трех ситуаций мы допустили неточности, поскольку не сказали о тех ограничениях на х, которые вытекают из смысла задачи. Ведь ясно, что в первой ситуации независимая переменная х может принимать только значения 1, 2, 3, ..., поскольку х - число дней. Следовательно, уточненная математическая модель первой ситуации выглядит так:

у = 500 + 3х, где х - натуральное число.

Во второй ситуации независимая переменная х, обозначающая, как и в первой ситуации, число дней, может принимать только значения 1, 2, 3, ..., 16. Дейтсвительно, если х = 16, то по формуле у = 500 - 3х находим у = 500 - 30*16 = 20. Значит, уже на 17-ый день вывезти со склада 30 т угля не удастся, поскольку на складе к этому дню останется всего 20 т и процесс вывоза угля придется прекратить. Следовательно, уточненная математическая модель второй ситуации выглядит так:

у = 500 - 3х, где х = 1, 2, 3, ..., 16.

В третьей ситуации независимая переменная х теоретически может принять любое неотрицательное значение, но практически турист не может шагать с постоянной скоростью без сна и отдыха сколько угодно времени. Значит нам нужно было сделать разумные ограничения на х, скажем, так: х может принимать значения от 0 до 6, то есть х принадлежит отрезку [0;6]. Значит, уточненная математическая модель третьей ситуации выглядит так:

у = 15 + 4х, где х принадлежит отрезку [0;6].

Если линейную функцию надо рассматривать не при всех значениях х, а лишь для значений из некоторого числового промежутка Х, то пишу: у = кх + b на промежутке Х. В качестве промежутка может выступать отрезок, интервал, полуинтервал, луч или открытый луч. Рассмотрим следующий пример.

Пример.
Построить график линейной функции у = -2х + 1
а) на отрезке [-3; 2];

б) на интервале (-3; 2);

в) на полуинтервале [-3; 2).

Найти наименьшее и наибольшее значение функции на каждом из этих промежутков.[image: image4.jpg]



а) Найдем координаты двух точек прямой:

При х = -3 у = 7; при х = 2 у = -3.

Построим на координатной плоскости хОу точки (-3; 7) и (2; -3) и проведем через них прямую. Это - график функции у = -2х + 1.

Далее, выделим отрезок, соединяющий построенные точки (рис. 4). Этот отрезок и есть график линейной функции у = -2х + 1 на промежутке [-3; 2].

Замечаем, что самая маленькая ордината у точек, принадлежащих построенному отрезку, равна -3 - это и есть наименьшее значение функции у = -2х + 1 на отрезке [-3; 2]. Обычно используют такую запись:

унаим. = -3.

Отмечаем, что самая большая ордината у точек, принадлежащих построенному отрезку, равна 7 - это и есть наибольшее значение функции у = -2х + 1 на отрезке [-3; 2]. Обычно используют такую запись:

унаиб. = 7.[image: image5.jpg]



б) Чем отличается этот пример от предыдущего? Линейная функция та же, значит, и ее графиком служит та же прямая. Но - будьте внимательны! - на этот раз х принадлежит интервалу (-3; 2), то есть значения х = -3 и х = 2 не рассматриваются, ведь они не принадлежат этому интервалу. Мы отмечали концы интервала на координатной прямой светлыми кружочками. Точно так же и точки (-3; 7) и (2; -3) придется отметить на чертеже светлыми кружочками. Это будет напоминать нам о том, что берутся лишь те точки прямой у = -2х + 1, которые лежат между точками, отмеченными кружочками (рис. 5).

Используя рисунок 5, делаем вывод: ни наименьшего, ни наибольшего значений на заданном интервале у данной линейной функции нет. Почему? Дело в том, что, в отличие от предыдущего случая, оба конца отрезка, в которых как раз и достигались наименьшее и наибольшее значения, из рассмотрения исключены.[image: image6.jpg]



в) На этот раз х принадлежит полуинтервалу [-3; 2), то есть значение х = -3 рассматривается, а значение х = 2 не рассматривается. Поэтому точку (-3; 7) мы отмечаем темным кружком, а точку (2; -3) - светлым кружком (рис. 6).

Нетрудно догадаться, что наибольшее значение на данном промежутке у функции у = -2х + 1 есть и оно равно 7 (унаиб. = 7), а наименьшего значения на данном промежутке у функции у = -2х + 1 нет.

И, наконец, еще одно важное свойство линейной функции.

Рассмотрим график линейной функции, изображенный на рисунке 7, а. Если двигаться по этому графику слева направо, то ординаты точек графика все время увеличиваются, мы как бы "поднимаемся в горку". В таких случаях математики употребляют термин возрастание и говорят так: линейная функция у = кх + b возрастает.

Рассмотрим график линейной функции, изображенный на рисунке 7, б. Если двигаться по этому графику слева направо, то ординаты точек графика все время уменьшаются, мы как бы "спускаемся с горки". В таких случаях математики употребляют термин убывание и говорят так: линейная функция у = кх + b убывает.[image: image7.jpg]6
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Вы, наверное, обратили внимание на то, что поведение линейной функции (возрастание или убывание) зависит от значения к? Если еще нет, то постройте несколько графиков линейных функций с положительными значениями к, а затем с отрицательными значениями к или обратитесь к обучающей программе "Зависимость графика y = kx + b от k и b" (двигайтесь по шкале "к" и следите за изменениями графика). Ну как, получилось?

Если вы все сделали правильно, то пришли к следующему выводу:

если к > 0, то линейная функция у = кх + b возрастает;

если к < 0, то линейная функция у = кх + b убывает.

